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Übersicht: In der vorliegenden Arbeit wird das elektromagnetische Feld in einer Kugel aus 
elektrisch leitendem :Material untersucht, die sich in einem äußeren. ursprünglich räumlich 
homogenen, zeitlich veränderlichen l\bgnetfeld befindet. Für den Fall rein sinusförmiger 
Zeitabhängigkeit werden die elektromagnetischen Feldkomponenten exakt berechnet und 
z. T. diskutiert. \Yeiterhin wird ein exakter Ausdruck für den zeitlichen Mittelwert der in 
der Kugel durch \Virbelströme erzeugten Joulesehen Wärme angegeben. Für den Fall 
zeitlich gepulster äußerer )Iagnetfelder lassen sich für die elektromagnetischen Feldkom-
ponenten und für die Joulesehe Wärme nur Integralformeln (Fourier-Integrale) angegeben, 
die nur mit Hilfe einer Rechenanlage ausgewertet werden können. Für einen speziellen Fall 
(einmaliger Rechteck-Impuls) läßt sich die Integration zur Berechnung der Joulesehen 
Wärme exakt durchführen. Dabei ergibt sich eine rasch konvergierende Reihe. 
Summary: This paper deals leith the electrornagnetic lield within a candacting sphere, ClLused 
bya magnetic field outside, u'hich ;8 time-dependent but originally homogeneou8 in space. In 
the rase oj sinusoidal time-dependence 0/ the mt/er field, e.ract formalae are given for the electr~­
magnetic field and for the JOlllean heut. In the caSE 0/ the outeT field in form of single, arm-
trarily shaped pulses u'e can give the electromagnetic fjelds and the .laulean heut anly in terms 
0/ Fcurier·integrals that can be emluated only by a digital computer. Only in the rase of a 
single square pu/se a straighl fonmrd calculalion 01 the .loll/eun heat re81dt.~ in an exact 
jomwla. . 
1. Einleitung 
~Iessungen der magnetischen \Viderstandsänderung und des Hall.Effektes bei 
~ehr starken ~lagnetfeldern werden im allgemeinen im Impulsbetrieb durchge-
führt. Dic damit wrbundenen hohen Frequenzen führen zum Auftreten von 
S.kin-Effekt und Wirbelströmen innerhalb der ~Ießproben. Für eine Interpreta-
tIOn der ~leßergeb.nisse ist daher eine gen aue Kenntnis des Einflusses dieser 
Effekte erforderlich. Zwei Fragen treten insbelOondere auf, deren Beantwortung 
HJIl Wichtigkeit ist: 
I. Wie wpit dringt das ~lagnetfeld während des Impulses in die 11eßprobe ein ~ 
:2. \\"je groß bt die .Joulesche Wärme, die yon den in der Probe induzierten 
Wirbelströmen erzeugt wird? 
In ,IN \"Orliegend:n ~\rheit wird das elektromagnetische Feld innerhalb und 
<luflcrhalh eIlle!" Kugpl aus leitendem ~laterial untersucht, die sich in einem 
;jllßert'll. ur~prii~lglich homogenen, zeitlich gepulsten .Magnetfeld befindet. 
\)<\11('1 ('rgphpn Sich exakte analyti,;chp J.u~drücke für den Verlauf der Feld· 
-türken und fiir die durch 'Wirbelströme ent\vickelte Joulesche \Värme. Diese 
c\ll:,drüekc hb.~en ,ich aber nur für zeitlich rein sinusförmig verlaufende Felder 
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mit bescheidenen Mitteln numerisch auswerten und diskutierten. Die Auswer-
tung für beliebig gepulste äußere Magnetfelder läßt sich nur mit Hilfe einer 
elektronischen Rechenanlage durchführen. 
2. Allgemeines 
Wir betrachten eine Kugel vom Radius a mit der spez. elektrischen Leitfähig-
keit o. Hinsichtlich der magnetischen Permeabilität beschränken ,dr uns auf 
den Fall f-lr = 1. (Der allgemeine Fall flr =F 1 läßt sich ebenfalls mathematisch 
exakt behandeln.) 
Das äußere, zeitabhängige, ursprünglich räumlich homogene ~lagnetfeld sei 
parallel zur z-Achse gerichtet. Dann existieren - in räumlichen Polarkoordi-
naten r, I}, q; - nur die folgenden Feldkomponenten: 
Innerhalb der Kugel 
E~), JI{! = oE~), H~i), H~) 
außer halb der Kugel 
E~a), H;a), H~a). 
Ausgangspunkt der Rechnung sind die ~Iaxwellschen Gleichungen für quasi-
stationäre Felder 
rot<t = -'S 
rot g,(i) = 3 (:!a) bzw. 
sowie die )Iaterialgleichungen 
div<t = 0, 
diyes = 0, 
(1) 
rot 5)(a) = () (2b) 
(a) 
(4) 
3 = o<t(i) (."i) und 'S = flo5). (6) 
Aus den Gleichungen (1), (2a), (3), (5) und (6) erhält man in be~annt.er Weise 
für die elektrische Feldstärke innerhalb der Kugel die DifferentmlglelChung 
.. a (!(i) 
rot (rot (!(.») + f-lOo TI = 0, (7) 
und aus den Gleichungen (1), (2b), (3) und (6) erhält man für die elektrische 
Feldstärke außerhalb der Kugel 
rot (rot <t(a») = o. (S) 
Im folgenden werden zunächst die allgemeinen Lösunge~l der Di~ferentialglei~ 
chungen (7) und (8) berechnet. Aus diesen Lösungen beshmmen Wlf mltteb del ~faxwellschen Gleichungen die zugehörigen Kompon~nten ~er magnetl"chen 
Feldstärke. Aus dem so erhaltenen, noch sehr al.lgemel~:n Losun~ssy:4em ;Iel 
.\Iaxwelbchen Gleichungen, sondern wir die speziellen Losungen fur UIl"er f fO-
plem durch die folgenden Randbedingungen aus: . . . 
1. In sehr großem Abstand von der Kugel soll sich da~ ~Iagll.etfeld Wl~' (,ll~ zelt-
bh··· b I· h h ' 'Iagnetfeld m ~-Rlchtung H'rh,tlten. a anglges, a er räum IC omogenes.. . - . 
:!. :\ d 'K I b fl·· h ... -en die Tangentialkomponellten der plektfl-chpTl 
. n er uge 0 er ac emus" .. 
und der magnetischen Feldstärke stetIg sem. 
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Durch diese Randbedingungen werden die Lösungen unseres Prohlems eindeu-
tig bestimmt. 
Die Berechnung der durch Wirbelströme in der Kugel erzeugten .Jouleschen 
Wärme geschieht durch Integration der Radialkomponente des PO~'nting­
Yektors (bzw. ihres zeitlichen .\1ittelwertes) über die Kugeloberfläche. 
3. Der Feldverlauf bei rein sinusförmiger Zeitabhängigkeit 
Für den Fall rein sinusförmiger Zeitabhängigkeit der Feldstärken setzen wir an 
und 
Damit ergibt sich aus GI. (i) die folgende Differentialgleichung für den Phasor 
E~") der q;-Komponente der elektrischen Feldstärke innerhalb der Kugel: 
~~lr20E~i)) + _1_ ~(Sin ~ OE~») ~ [J'wIJoa + __ 1_1 E(i) = O. (9) 
r 2 or\ or, r 2 sin ~ of} of} r r2 sin2ßj 'P 
Durch einen Separationsansatz erhält man als allgemeine Liisung >'on (9) 
• 00 1 
E~) = 1~.~AI fQ" II T 1/, (12) Pt(cos (}). (10) 
Q = Vjwlloa . T, (11) 
11 ., I" (g) ist die modifizierte Besselfunktion erster Art yon halbzahliger Ord· 
nung und P} (cos fJ) ist die zugeordnete Kugelfnnktion 1. Grades und l.ter 
Ordnung, DiE' Kon~tantE'n AI sind aus dE'n Randbedingungen zu bestimmen. 
(10) enthält nur den Anteil der allgemE'inE'n Lösung "on (9), dE'r für r = 0 sowiE' 
für ß = 0 und {} = :7 nicht singulär wird. 
Für dE'n Phasor E;") dE'r q:-KomponE'ntE' der E'1E'ktrischen Feldstärke außerhalb 
rler Kugel ergibt "ieh an,.; (8) die Differentialgleichung 
1 0 ( ,,0 J;;::/)') 1 0 (' 0 E(a)) 1 v 
-- r--~ -L ---- in f} g E(a) - 0 r~ or, or I r 2 sin{} o{},~ aß, ~ r2 sin2 (j 'f - (12) 
mit der Lihllllg 
"-
X~) = I [Bzl.f -+ CI r(lc 1 )J Pt (cos ß). 
1~1 
(13) 
~I:l) enthült wieder nur .den Anteil der aIlgemeinE'1l Lösung >'on (12), der für 
d = 0 lind 11 = :r mcht slllgulär \I'ird. Die BI und Cl sind durch die Randbedin-
gungen zu prmittpln. 
,\Iitteb dpr (;!t>iehullgPIl 
(14) 
und 
v I 1 0 v 
11 11 =-.----(rE) }(I)!10rOr ~ (15) 
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kann man nun aus (10) bzw. (13) die Phasoren der Komponenten der magneti-
Hchen Feldstärke innerhalb bzw. außerhalb der Kugel berechnen. Für das äuße-
re, erregende .\Iagnetfeld setzen wir an 
Hz = Re {HoeM }, Ho reell. 
Die in Xr. :2 genannten Randbedingungen führen dann zur Hestimmunl!: der 
Konstanten. Man erhält 
3 Vea Al = _.) j w po Ho a ----7---,--I]a 11/ 2 (ea) , 
1 
BI = :2 j w po Ho, 
C _ ~ . H 3.:3 13 /2 (ea) - I]a h l2 (I]a) 
1 - .) JCU po 0 a I ( ) 




Alle anderen Koeffizienten sind gleich Null. In den Gleichungen (16) bis (IS) 
wurde zur Abkürzung die Größe ea = V j w po IJ' a eingeführt. Damit lauten die 
Phasoren für die Komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstärke: 
EU) - _ ~'w oHo a l/~ 13/ 2 (e) sin ß. (19) q - :2 J P 1 r Qa 11/2 (ea.) 
iI:i ) = :3 Ho 1/( a )3 13N (e) cos {}, 
,r I]a 11/2 (ea) 
(20) 
HV(i) :3 H 1/( a )3 eh/de) - 13/2 (1]). {} ff - - o! - ,ln. 
- :2 ,I r Qa 1112 (Qa) . 
(21 ) 
E(It) _ 1. H [1' + 3 13 /2 (I]a) -- I]a h;2 (ea) a2 \' "in I~. 
'f - - :2 J cu po 0 a -;- I]a h/2 (Qa) ,2 
(22) 
ii(a) _ H r 1 I 3 13/2 (I]a) - ea h /2 (I]a) a3l cos {}. 
,. - 0 l -,- Qa h/2 (ea) ,3 I 
ii(U) __ H [1 _ ~ 313 / 2 (Qa) - Qa 11'2 ((la) a31 sin ß. 
& - ° :2 Qa h!2 (Qa) ,3 i 
Zur numerischen Auswertung der Formeln (19) bis (2-1) benutzt man am he~ten 
die folgenden Darstellungen der modifizierten HesselfunktlOnen erster Art. 
:2 .' h ") (:?'») 1112 (Z)=! ,.,1Il (-V:?:'l Z 
lind 
.) I sinh (z) 
13i2 (z) = I - cosh (z) - --,-1, -) - " -_ J" "" ._ 
Weiterhin ist e" zweckmäßig, die Skineindringtiefe 
d= ,---1, .) I wp,olJ 
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r 
I} = (1 + j)d (28) und . a Qa = (1 + J)7 (29) 
und kann dann die Phasoren leicht in Real- und Imaginärteil bzw. in Betrag 
und Phase zerlegen. Diese Größen hängen dann von der Variablen rla ab mit 
dem Verhältnis ajd, das ein .lIaß für die Stärke des Skin-Effektes ist, als Para-
meter [ll In Abb. 1 und Abb. 2 sind Betrag und Phase der magnetischen Feld-
größe 
1 H;i) 
cos {} Ho 
lInd in Abb. 3 und Abb. -! ~ind Betrag und Phase der magnetischen ~'eldgröße 
1 H~) 
sin {} Ho 
als Funktion von rla mit dem Verhältnis ajd als Parameter dargestellt. (Abb. 1 
lind Abb. 2 stellen gleichzeitig Betrag und Phase der z-Komponente des 1Iagnet-
feldes innerhalb der Kugel auf der Achse, und Abb. 3 und Abb. -! den Betrag 
\
' - (/)1' 1 H 17 Ahh. :3. -. - -_ ab; Funktion des 
sm f) Ho Ort{'~: Parameter ist da!' Yt'rhältnis a,'d 
Z6,-----,-
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und die - um :rr verschobene - Phase der z-Komponente des ~lagnetfeldes 
innerhalb der Kugel in der Aquatorebene dar.) An diesen Kurven ist die Wir-
kung des Skin-Effektes deutlich zu erkennen. :\Iit wachsendem Yerhältnis a/d 
dringt das Magnetfeld immer weniger in die Kugel ein und existiert schließlich 
nur noch in einer dünnen Oberflächenzone. Das Kugelinnere ist dann quasi feld-
frei. 
4. Berechnung der .Jouleschen Wärme bei zeitlich rein sinusförmigem Feldverlauf 
Im zeitlich rein periodischen Fall interessiert uns der zeitliche ~fittelwert der 
pro Zeiteinheit in der Kugel durch die Wirbelströme erzeugten Jouleschen 
Wärme. :NIan berechnet ihn am einfachsten über den Fluß des zeitlich gemittel-
ten Poynting-Yektors durch die Kugeloberfläche. In unserem Fall ist der zeit-
liche ~Iittelwert der Radialkomponente des Poynting-Yektors gegeben durch 
- 1 [Y Y Y Y 
Sr= -T ErpH&+E~ B II ] 
(* bedeutet; konjugiert komplexe Größe.) 
}Iit (lH) und (:21) erhält man 
(30) 
. 9., Im {ga [1/2 (ga) 13 / 2 ((l~)} 8 r (r = a) = - u floHöa (I) sin 2 B. (31) 
" !!!all/2(Qa) i2 
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Durch Integration über die Kugeloberfläche ergibt sich dann der zeitliche 
1Iittelwert der .Iouleschen 'Wärme pro Zeiteinheit 
l-V -') H 2 3 Im {ea h/2 ((la) 13/ 2 (em (,"_'») J- a llflo oa W I ' 
I (la h/2 (ea):2 
Die Auswertung dieser Formel geschieht wieder mit Hilfe der Formeln (2;)) bis 
(29). Man erhält 
mit 
fl' ' r ,ünh(2x)+ sin(2x) 1 
H (x) = 3 n x - 1 . 
cosh (2 x) - cos (2 x) 




a ') Jll ( a )4 
W d = 15 d ' 
- Jl.).) :) lVJ =-:;flöHöa5(Jw~ 1), 
1u 
(:~6) 
Für den Orenzfall starken Skin.Effektes, d. h. für ajd :::;;; -! ergibt sich in sehr 
guter Xäherung 
-; , a Hg ll' flO IJ W 11 lf J =3n-- a --- . IJ • 2 J 
fn Abb, .) ist der Yerlauf von W (x) für den Bereich 0,.) ~ .r ~ 20 dargestellt. 
:}. Der Feldyerlauf bei beliebig gepulstem äußerem Jlagnetfeld 
Für den Fall eines zeitlich beliebig gepulsten äußeren :\Iagnetfelde~ ,teIlen wir 
die Feldgrößen durch Fourier.Integrale dar: 
1 ' 





S) (r, t) = V- \ S) (r. (I)) e1'''( d (.). 
: 2:l J 
--~ 
(-ln) 























0.5 JO 20 
--ald 
Abb.5. Yerlanf der }'ullkt~oll 
IV (ajd) für den Werteberflcll 
0,5 ~ aJd ~ 20 
.\lit die~em .-\lbUtz erhält man aus GI. (7) bzw. (8) für die Fourier-Transforuüer-
ten E~)(r, w) bzw. E<,;')(r,w) genau die Differentialgleichungen (~) b~w. (.~?) . 
.\lan kann deren Lösungen sofort übernehmen und muß nur jeweils dle GIOße 
Ho durch Ho(Ul) er~etzen, wobei 
l' 
HO{(I) = ---:= \ Ho (t) e-jwt d t 
\2 :r. 
(.H) 
die Fouril.'r-Trullsformierte des äußeren, räumlich homogenen, zeitlich ge-
pubten .\lagnetfelde~ i~t. 
Die Rürktran~formatiol1 der ~o modifizierten Formeln (19) bis (24) läßt sich 
Hnal.ytisch nicht durchführen. da der Tntegrand in zu komplizierter Weise von 
der K rei~fn'q uenz 0) abhängt. 
(i. Oi\' Ber\'f'hnun~ dl'r Jonleschen Wärme bei gepulstem Jlagnetfeld 
Dip in dH KllgPl durch 'Virlwbtrömr erzeugte .Joulesche \Värme erfassen ~ir 
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W J = --i~t~Srdf = -~dfl~rdt. 
""C -':"C 
(-l2) 
In unserem Fall ist 
Sr = - EIf!HI}' (43) 
Setzt man für Elf! und Hf} die entsprechenden Fourier-Integrale ein. so erhält 
man nach leichter Rechnung 
-oc -'--00 
-)Srdf=iEIf!(r,w)HiJ(r.w)dw. (-l-l ) 
-00 -C"C 
An der Kugeloberfläche ist 
und 
H ( ) _ 3 H ( ) (Ja 11/2 «(Ja) -13/2 «(Ja),. {) ,~ a, w - - - 0 w 1 sm . 
2 (Ja 1/2 «(Ja) (-l6) 
~enIl man diese Ausdrücke in (-U) einsetzt und dann über die Kllgeloberfläche 
mtegriert - s. GI. (42) -, erhält man 
(-l7) 
··00 
Xun gelten die Beziehungen 
Q~ (-w) = ea(W) und ea( -cu) = Q~ (w). (-lS) 
Daraus folgt, daß der Xenner sowie der zweite Zählerterm des Integranden 
ger~de Funktionen in w sind. Da I Ho (w) !2 ebenfalls gerade in OJ ü't, liefert der 
zweite Zählerterm überhaupt keinen Beitrag zum Integral und der Ausdruck 
für WJ vereinfacht sich zu 
(-lH) 
-oc 
Diesen Ausdruck kann man in ein Integral von -00 bis 0 und ein Integral YOIl 
0. bis += zerlegen. Führt man dann beim ersten Integral -w al~ neue Integra-
honsvariable ein so erhält man nach kurzer rmformun!{ und unter Beachtung 
der Beziehungen' (J8) 
oe 
\
' IHo(w).z Im {eahz(oa) hZ(Q;)} 1 lr.T = 12 7r po a3 I , . ~? (,) ( 0 .. 
• I]a 1112 (I]a): 
(.')0) 
() 
Xun ist -- s. (jln. (:l2) und (:1:l) 
w Im {(Ja 11/ 2 (ea) 13/ 2 «(J;)} = I W (~)' . 
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Wir führen eine neue dimensionslose Yariahle ~ ein durch die Beziehungen 
mit 
~ = 1 'a 2 po (J (I) = 1 ~ = (f 
d '2 ' Ws 
.) 
(!)s=---
a2 po a 
und erhalten dann für lf J 





Eine Auswertung diese:,; Ausdruckes läßt sich in der Regel nicht ohne Benutzung 
einer Rechenanlage durchführen. ~Ian wird den Arbeitsaufwand dadurch ver-
ringern, daß man im Bereich 0 :;:;; ~ ~ 0,25 die Xäherung (:3;"), und im Bereich 
~ ~ 2:> die Xähenmg (37) benützt. In diesen Bereichen kann man die [ntegra-
tion unter l"m:,;tänden direkt ausführen - da,,; hängt ,-on der Funktion Ho(w) 
ah - und braucht dann nur noch das Integral yon 0,25 his 25 mit einem Rech-
ner auszuwerten. 
7. Die Joulesehe Wärme für einen Rechteekimpnls 
Wir betrachten jetzt den Fall, daß das äußere ~lagnetfeld die Form eines Recht-
I?ckimpulses der Höhe Ho und der Dauer T (-TJ2 ~ t ~ TJ2) besitzt. Dem 
pntspricht dip Fonril?r-Transformierte 
, T 
.) H sin (w-:») 
Ho ((1) = - , 0 ,- .. V2 Jr «) 
Für diesen Fall kann man niimlich die [ntegration über ~ in (54) direkt aus-
fiihren. Daw nehmen wir eine Cmformung YOl'. ~Iit Hilfe der Beziehung [2] 
sinh (x) + sin (x) x3 - '" 1 
co:<h(x) c()s(x)-2;r4,,~~'xl x4 
erhaltell wir fiir rr (~T) : 





__ '_~ /:2 
-4 '" 
~il('h EiIN.'tzen \"on (.).i) und (.i7) in (.'i~) und kurzer t" mformung folgt: 
Ir.
I 
_ 2-1- a H~ "'- \" ,in2 (.1:) dx 
"--(')"T I 
(j (')" ". I ol (' ., ? lOs T)2 . 
n n~;r--- .j.. x 2 
, ~ , 
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Die Integration läßt sich ausführen [31 und ergibt 
24 a H 0
2 
co f Tl JV.J = T~ n -n''''<O,,," 
---- Ws ~ 2 2 1 - e - = 




n~l n 2 6' 
Damit, sowie unter Berücksichtigung von (53), erhalten wir 
[. Tl 
') 6 00 e ~n2,,2w,J"'2 
WJ =:2 n a3 1'-0 Bö 1 - - I . (.'59) n2n~1 n 2 
Die Reihe in dieser Formel konvergiert für ws(T/2) > 0,2 sehr schnell, ~o daß 
m~n in diesem Bereich nur zwei oder drei Glieder zu berücksichtigen braucht. 
Die folgende Tabelle gibt einen tberblick über die Größenordnung von Ws für 
nrschiedene Werte der elektrischen Leitfähigkeit (f. Dabei wurde ein Kugel-
radius a = ''}'1O-3 m zugrunde gelegt. Bei der höchsten hier in Betracht gezo-
g~nen Leitfähigkeit ist z. B. für eine Impulsdauer von T ~ 3,15,10-4 s die Be-
dillgung Ws (Tj2) > 0,2 erfüllt, so daß man also auch für diesen Fall mit wenigen 
Gliedern der Reihenentwicklung in (,'59) auskommt. 
Tahelle I: Werte der charakteristischen Kreisfrequenz Ws für einige Leitfähigkeitswerte, 
jeweils für eine Kugel mit dem Radius a = 5.10-3 m 
Schlußbemerkung 
Die numerischen BerechnunO'en die den in dieser Arbeit gezeigten Kurven zugrunde 
liegen. wurden von Herrn ca~d.' el. R. Bergeest im Rahmen einer Rtudienarbeit durchge. 
führt. 
Herrn Prof. Dr. G. Lautz danke ich für sein Interesse an der Arbeit. sowie für die Durchsicht 
des Manuskriptes. 
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